Capitulo 1

Algebras de Lie

1.1. Definiciones y propiedades basicas

Definicién 1.1 Un algebra de Lie g sobre un campo k, es un k—espacio
vectorial g junto con una funcion bilineal [—, —] : g X g — @ tal que:

(a) [x,y] = —[y, x| (Antisimetria)
(b) [, y], 2] + [y, z|z] + [[z, 2], y] = 0 (Identidad de Jacobi).
Si g es un algebra de Lie y € g se define la representacion adjunta
ad (z):9—g

dada por (ad (2))(y) = [z,y].

Sean g y g algebras de Lie sobre un campo k. Un homomorfismo de algebras
de Lie es una transformacion lineal 0 : g; — go tal que 0([x,y]) = [0(z), 0(y)]
para todo x,y € g;. El homomorfismo 6 es un isomorfismo de élgebras de
Lie si 0 es un homomorfismo biyectivo.

Sea g un algebra de Lie y b, € subespacios vectoriales de g. Se define el
producto [h, €] como el subespacio vectorial de g generado por todos los pro-
ductos [z,y] parax € b, y € L.

Una subdlgebra de Lie de g es un subespacio vectorial h de g tal que [, h] C b.
Un ideal de g es un subespacio vectorial ) de g tal que [h, g] C h. Un algebra
de Lie g es llamada abeliana si [g, g] = 0.

Para cada &dlgebra de Lie g, se define la siguiente sucesién g', g%, g°... de
subespacios vectoriales de g, de forma inductiva por



gl =g, g"" =1[g" g

Ahora si b y € son ideales de g, entonces [h, €] es también un ideal de g. Asi,
todos los subespacios vectoriales g’ son ideales de g. Dado que

gt =[g" gl Cg"

se obtiene una serie descendiente de ideales de g
g=g'2¢"2g" .

El algebra de Lie g es llamada nilpotente si g' = 0 para algtin 7. Por lo tanto,
cada algebra de Lie abeliana es nilpotente.
Sea b un ideal de g. Se define una sucesion diferente de ideales de g

hO = p, hr+) = [h("), h(n)].
Los h® son todos ideales de g. Y nuevamente se tiene que
hn ) = [ p™] C h™),
y por lo tanto una serie descendiente de ideales de g
h=hO DM DA DO ...,

Se dice que el ideal h de g es soluble si b = 0. En particular se dice que
el algebra de Lie g es soluble si g = 0 para algtin i. Dado que g*) C gF+!
para todo k € N, se obtiene que toda algebra de Lie nilpotente es soluble.

Se puede probar que toda dlgebra de Lie admite un tnico ideal soluble
maximal v llamado el radical de g. Se dice que g es semisimple si su radical
t es cero. Se dice que g es simple si g no es abeliana y sus tunicos ideales son

Oyg.

1.2. Subalgebras de Cartan

Sea g un algebra de Lie y h una subalgebra de g. Se define el normalizador
de h en g como n(h) := {z € g | [z,y] € h,Vy € bh}. Es facil ver que n(h) es
la subalgebra maximal de g que contiene a h como ideal.

La subalgebra h de g es llamada una subdlgebra de Cartan de g si esta
satisface las siguientes dos condiciones:
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(a) b es nilpotente.
(b) b es su propio normalizador, es decir, h = n(h).

Se sabe que toda algebra de Lie g tiene subdlgebras de Cartan. También se
conoce el siguiente resultado.

Teorema 1.2 Sib es una subdlgebra de Cartan de un dlgebra de Lie semisim-
ple g, entonces by es una subdlgebra abeliana maximal de g.

La demostracién de este resultado se puede ver en [SER].

1.3. Sistema de raices

Sea V un espacio vectorial real y a € V con a # 0. Una reflexion con
vector v es un automorfismo s, de V' que satisface las siguientes dos condi-
ciones:

(i) sala) = —a,
(ii) El conjunto H :={v € V| so(v) = v} es un hiperplano de V.

Sea V* el espacio vectorial dual de V. Témese como «* al inico elemento de
V* tal que o*(a) = 2 y a*(h) = 0 para toda h € H. Entonces se tiene que
So(7) = x — o*(z)a para toda x € V. A a* se le llama la raiz inversa de a.
Un subconjunto R de V' es un sistema de raices de V' si:

(1) R es finitoy R genera a V,
(2) para cada a € R, la reflexion s, deja invariante a R,
(3) si «, 8 € R entonces s,() — [ es un miultiplo entero de a.

La dimension de V' es por definicién el rango de R. Un sistema de raices R
se dice que es reducido si para cada a € R los tnicos multiplos de o en R
son oy —a.

Sea R un sistema de raices de un espacio vectorial V. El grupo de Weyl de R
es el subgrupo W(R) de GL(V') generado por las reflexiones s, con a € R.



1.4. Bases

Sea R un sistema de raices en V. Una base para R es un subconjunto S
de R que satisface:

(i) S es una base para el espacio vectorial V,

(ii) cada [ € R se puede escribir como una combinacién lineal
B = E maQ,

donde los coeficientes m,, son enteros y todos tienen el mismo signo (es
decir, todos los coeficientes son > 0 6 todos son < 0).

Se sabe que todo sistema de raices admite almenos una base.

1.5. Matriz de Cartan y grafica de Coxeter

La matriz de Cartan de un sistema de raices R, con respecto a la base
elegida S, es la matriz A = (Aup)apes donde A,z = [*(a). Ademas,
Apa =2, Aap < 0sia # 5. Més ann, si o # [ entonces A3 =0, —1, -2, =3.
También se sabe que un sistema reducido de raices esta determinado hasta
isomorfismo por su matriz de Cartan.

Sea R un sistema de raices y sea S una base para R. La grafica de Coxeter
de R con respecto a S se define como sigue: los vértices son los elementos de
S, dos vértices distintos o y 3 se unen por A,3Agz, aristas llenas.

Cada grafica de Coxeter conexa asociada a un sistema de raices es isomorfa
a una de las graficas de la siguiente lista:

A, (n>1): o

° e - o °
B, (n22)3 ° I ° °
D, (n>4):
° e --- @ o/.
\.
]E6Z [}
° ° ° ° °




° ° ° ° ° °
Es: °

° ° ‘o ° ° ° °
Fy: ° ° ° °
Ggi ) [}

1.6. La descomposicion de Cartan y el teore-
ma de Serre

A lo largo de esta seccién g denotara un algebra de Lie semisimple com-
pleja y h denotard una subalgebra de Cartan de g.
Sea « es un elemento del espacio dual h* de . El conjunto

o :={zx €g|[h,z] =a(h)xr Vhe€ b}

es un subespacio vectorial de g y go = b.

A cada o € h* tal que a # 0y go # 0 se le llama una raiz de g relativa a
b; el conjunto de todas las raices es denota por R. El siguiente resultado es
conocido (ver por ejemplo [SER]).

Teorema 1.3 g =h d P g, como espacios vectoriales. Mds ain, R es un
acR
sistema de raices reducido del espacio vectorial complejo h*.

Sea R un sistema de raices de un espacio vectorial complejo V. Por consis-
tencia con la notacion anterior, el espacio dual de V' se denotara con b, asi se
tiene que V = b*. Sea S = {a,...,a,} una base para R, sean hy, ..., h, las
raices inversas de aq,...,a, y sea A = (A;;) = (c;(h;)) la matriz de Cartan
de R con respecto a S. El siguiente resultado se conoce, ver por ejemplo
[SER].

Teorema 1.4 [SER] Sea g4 el dlgebra de Lie definida por los generadores
ei, fi,h; parai=1,2,...,n y las relaciones:
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(R1) [hi; hi] =0,

(R2) [e;, fi] = hi, [eq, [;] = 0 sii # j,

(R3) [hi,e;] = —Asjej, [hi, f5] = Aij fj,

(R4) (ad ¢;)"*"(e;) = 0, (ad ¢;)"*"(fi) = 0, n = mdz{0, — Ay}

Entonces g4 es un dlgebra de Lie semisimple con subdlgebra de Cartan b
generada por los elementos h;. El conjunto de raices de g es R. Ademds se
tiene que gy =0 si A ¢ R.

1.7. El algebra de Lie asociada a una forma
unitaria

La notacién y los resultados contenidos en esta seccion y en la siguiente
estdn se basan en [BKL].
Una forma unitaria es una forma cuadratica

N
q:ZN = Zq(x) = 27+ qymix;,
=1

i<j

con coeficientes enteros ¢;; € Z. Cada forma unitaria ¢ tiene asociada una
matriz casi-Cartan A dada por A;; = q(c;+c¢;)—q(c;)—q(c;), donde ¢y, ..., cn
es la base candnica de Z". Si A;; < 0 para todo i # j entonces A es una
matriz de Cartan.

N
A cada forma unitaria g¢(z) = Y 27 + Y gijziz; se le asocia una bigrafi-
i=1 i<j
ca B(q), de la siguiente forma; el conjunto {1,..., N} serd el conjunto de

vértices de la bigréfica, y para i < j se trazan —A,;; aristas llenas (A;; aristas

punteadas) si A;; < 0 (si 4;; > 0). De forma conversa, dada una bigréafica

A sin lazos y con conjunto de vértices {1,..., N}, se le asocia una forma
N

unitaria ga(z) = Y. 27 + > qijxixj, con q;; = —n(i, ) si hay n(i,j) aristas
i=1 i<j

llenas entre los vértices i y j. Y con ¢;; = n(i,J) si hay n(i,j) aristas pun-

teadas entre los vértices i y j.

Sean ¢ y ¢’ formas unitarias, se dice que ¢ y ¢’ son Z—equivalentes si existe

una transformacién Z—invertible 7' : ZV — Z", tal que ¢ = qoT.
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Se sabe que toda forma unitaria positiva q es Z—equivalente a una forma ga,
donde A es una bigrafica que sélo tiene aristas llenas y ademés es una unién
disjunta de diagramas de Dynkin (ver por ejemplo [O]). A la bigrifica A se
le llama el tipo de Dynkin asociado a q.

Dada una forma unitaria positiva ¢ cuya matriz asociada es una matriz de
Cartan (A4;; < 0), se escribe ¢ = ga, donde A es el tipo de Dynkin asociado a
q, es decir, si A es una unién disjunta de diagramas de Dynkin Ay, Dy, Ey.
Sea F el dlgebra de Lie libre compleja con generadores e;,e_;, h; (1 <i < N).
Se toma I(q) el ideal generado por las siguientes relaciones:

Ri(q) [hi,h;] = 0 para toda 1, j,
Ry(q) [hi,e.;] = —cA;je.;, para toda i, j, y donde € = %1,

R3(q) e, e_i] = €h; para toda i, donde ¢ = +1,

t
Roo(q) [eeyirs---»€ei) = 0siq( gjc,) > 1 para g5 = £1.
7j=1

Para las relaciones R..(gq) se usan corchetes multiples definidos de forma
inductiva por [z1,Zo, ...,z = [21, T2, ..., 24]]. Claramente las relaciones de
Serre usuales,

R4(q) (ad e;)'™™(es;) = 0 donde n = méx{0, —edA;;}, para 1 < i,5 <ny
€,0 = =+1,

son un caso especial del conjunto infinito de relaciones R (q). El alge-
bra de Lie asociada a la forma unitaria g es el algebra de Lie cociente
90(q) = F/1(q).

Nétese que goo(q) es un dlgebra de Lie ZY —graduada, donde los grados estdn
dados por grado(e;) = ¢;, grado(e—;) = —c;, grado(h;) = 0. En general, se
consideran morfismos de algebras de Lie graduadas sobre Z, es decir, mor-
fismos de &algebras de Lie ¢ : g — b tales que existe una funcién lineal
® : 7ZN — 7N que satisface ©(ga) C Hgy(q). Para cada monomio, es decir, un
elemento que se obtiene de los generadores usando iterativamente el corchete,
el grado esta bien definido. Todos los elementos de grado « forman el sub-
espacio g(q)a. Obsérvese que g(q), es generado por los monomios de grado
a.



Lema 1.5 Parae; = £1 y 1 < i; < N, se tiene la siguiente propiedad en
9o (4),

t
[hk)7 €erigy - - 7€€tit] = _(Z E:jAkijMeElil? ce 7€€tit]
j=1

y para cada vector distinto de cero v € Z", el espacio vectorial g(q)a e€s
t

generado por todas las expresiones [ec s, . . . ,€e4,) CON Y €5C;;, = Q.

j=1
Demostracion. La primera formula se deduce facilmente por induccién
usando Ry(q), la parte restante se deduce del hecho de que g(q),, es generado
por los corchetes multiples. [ ]

1.8. Inflaciones y deflaciones

Dada una forma unitaria ¢ : ZY¥ — Z se define para cada r # sy
o = =1 una transformacion lineal 7?7, mediante T c; = ¢; para cada @ # r y
T? ¢, = ¢, + ocs. Otra transformacion lineal I, esta dada por I,(¢;) = ¢; para
cada i #ry I.(c.) = —c,.
Nétese que si ¢.s = £1 =: 0 ( ¢rs = qs si s < 1) la forma ¢ = qo TZ es
nuevamente una forma unitaria. En este caso se dice que ¢’ se obtiene de ¢,
por medio de una deflacién (si ¢, = —1) 6 por medio de una inflacion (si
¢sr = 1). Més atin, se dice que ¢’ se obtiene de g por medio de un cambio de
signo si ¢ = qol, para algin r. Dos formas unitarias ¢, ¢’ son di—equivalentes
si existe una sucesién de formas unitarias ¢©) = ¢,q™",...,¢® = ¢ tal que
¢ se obtiene de ¢~V por medio de una deflacién, inflacién 6 un cambio de
signo para cada i = 1,...,t. Con ¢ ~y ¢’ se denotard el hecho de que q y ¢
son di—equivalentes. Las transformaciones deflacion, inflacion y cambio de
signo seran llamadas transformaciones elementales.
Se dird que las formas unitarias ¢ y ¢’ son equivalentes si ¢ = qoT donde T'
es una matriz entera Z—invertible.
A cada forma unitaria ¢ : Z" — Z se le asocia una bigrafica B(q) con vértices
1,..., N y aristas definidas como sigue: Dos vértices distintos 7 y j se unen
por |g;;| aristas llenas si ¢;; < 0 y por g;; aristas punteadas si ¢;; > 0.
Cada forma unitaria positiva definida tiene un tunico tipo de Dynkin A tal
que q es equivalente con ga. El hecho de que dos formas unitarias ¢ y ¢’ sean



equivalentes se denotard por q ~ ¢'.

Teorema 1.6 Si q ~, ¢ entonces las dlgebras de Lie goo(q) Y 900(q') son
isomorfas.

Demostracion. Es claro que soélo se tiene que verificar la afirmacion para
los siguientes casos ¢’ = qo T donde 0 = —q, = £1, ¢’ = qo I, puesto que
el caso general se sigue por induccién.

Sean e;, e_;, h;, €;, ¢’ hl los generadores de g (q) ¥ goo(q') respectivamente.
Con A, A’ se denotaran las matrices de Cartan de ¢ y ¢’. Se inicia con el
primer caso ¢’ = g o T2. Se definen

s _ Oleer, €ges], sii=r T h, +chs, sii=r
6Z — . . — . .
Ceis sii#£r, ! h;, sii#£r.

Se mostrard que estos elementos satisfacen las relaciones R1(¢") — Roo(q).
La relacién Ri(q’) es obvia. A continuacién se verificardn Rs(q') v Rs(q).

Sii,j#r entonces [TLi,'evej] = [hi,ej] = —eAijec; = —eAjec; v [€ai, € ci

leci, e_ci] = €h; = eh;. Asi se obtiene que

[ﬁi, eer] = [hiyoleer, €ges)] (por definicién)
= 0lecr, [hi, €oes]] + Tleses, [€ar, hi] (por identidad de Jacobi)
= —0%cAiler, €oes] + 0 Air[Coes, €er]  (pOr Ry(q) y bilinealidad)
= —e(Ay +0Ai)0exr, €oes]
= —cA e, (Al = Ay + 0 Ajs).

De forma similar se tiene que

[heyee;] = [y + ohs, es]
= —(Arj+JA5j)65j

= —EA;]-GEJ'.
Para completar Ry(q') se calcula

(i eer] = 0l + 0y, [eer, €oes]

= Oleer, [hy + Ohs, €pes]] + Olecs, [€oery hr + Ths]]
0(—0eA, s — 02cAgs)[Eer, €oes| + 0(eAn + 0eAg) [Eses, Eor
—e(Apr + 0 Ay + 0A + 0% A0 eer, €0

/
= —EAMQET,



donde en la ultima ecuacion se usa que A, = A, =2, A,, = A, = —0 = %1
y Al = 2. Para completar R3(q’) se hace uso repetidamente de la identidad
de Jacobi y de la igualdad [e., e_.,] = 0 (la cual se obtiene de R4(q) ) en la
tercer linea del siguiente céalculo

[ € cr] = 0%[lecr, €oes), [6—ers €—ges)]
= [e—er, [[€cr, €oes], €—ges]] + [6—pess [6—ers [€ers €oes]]]
= [e—er: [[e—oes, €oes], €er]] + [6—gess [€oes, [€er, e—cr]]]
= —o¢ele_cr, [hs, €cr]] F E[€_pess [Eoes, Pr]]
= oAy le o ee] + 02 Argleges, Coc)
= —o0cA,h, — c%cAghy
o’ch, 4+ o’ch,
eh,.

Nuevamente se usa Ay, = A,s = —o al final. Para R, (q') se observa que
si g(a) > 1 entonces por Lema 1.7 y Ry (q) se tiene que g(q)o = 0. Sea

t
o =) g, tal que ¢'(a’) > 1. Se debe mostrar que X = [e. i), ..., €] = 0.
j=1

t
Se tiene que X € goo(q)a, donde o = Y e, con ¢, = cq si a # 1y
=1
¢, = ¢, + ocg, 0 de manera abreviada ¢, j: T? cq, para cada a. Por lo tanto
a =T2a y asi se tiene que g(a) = ¢(T2.¢') = ¢'(¢/) > 1. Lo cual implica
que g-(¢)a = 0 por la observacién anterior.
Sea L la subdlgebra de Lie de g..(q) generada por los elementos ¢;, €_, ’fLi, los
cuales por lo anterior satisfacen las relaciones R(q") — Roo(q'). Asi, se obtiene
un homomorfismo sobreyectivo de dlgebras de Lie graduadas ¢ : go(¢') — L,
el cual manda €., a e; y b} a h;.
Usando Ry(q) y Lema 4.2 en la segunda linea se tiene que

[O'gfassa gsr] = 02 [efassa [657«, eass]]

[687"7 [e—aasa 6055”

= —o¢le., hl (por R3(q))
— oA, ., (por Rs(q))
= Cer.

10



Por lo tanto se tiene que L = goo(q). Obsérvese que ¢.. = —qs =: —0'.
Repitiendo el procedimiento y definiendo elementos

"o s _ / Ty —_
o _ ol e, sti=r o h.+d'hl, sii=r
e hl, sit#r

el sii#r e
se obtiene un homomorfismo sobreyectivo de algebras de Lie graduadas 1 :
900(q) = 800(¢') que manda e.; a €., y h; a hl.

Para demostrar que ¢ es en realidad un isomorfismo, se mostrara que oy =
1d, la demostracion de que ¥ o ¢ = id es similar. Para ¢ # r se tiene que
@ 0 pleai) = eei, p o (h;) = hi. Més atn, @ o p(h,) = @(h, + o'h}) =
h, +chs+ c’hgy = h, de que ¢’ = —o0.

Usando que [e.,, €prcs] = [€er,€_0es] = 0 (lo cual se sigue por Ry(q)) en la
cuarta ecuacién se tiene que

poplee) = @(0'el, el
= o'[p(es), p(€rs)]
= 0'ollecr, €oes), €ores]
= —|[leotes, €oes); Cer]
= —o'elhs, e)

!
o A,e.,

/
= —0o0e,,

= Cgp.

Asi s6lo nos resta el caso donde ¢ = g o I,.. Obsérvese que ¢., = —¢,; para
cada i # r, q;; = ¢;; para cada i, j # r. Nuevamente los elementos

s ) een sii=r 7o —h,, sii=r
= €eiy, Sl1FT ! hi, sii#r

satisfacen las relaciones R;(¢') — Rw(¢'). La verificacion es similar a la del
caso anterior. La subélgebra de Lie generada por e; y E (i=1,... Nye=41)
es claramente g.,(q). Por lo tanto se obtiene un homomorfismo sobreyectivo
de dlgebras de Lie graduadas ¢ : goo(¢') — 8o0(q) €l cual manda €., a e.; y
R a ﬁl Es facil verificar que ¢ o ¢ = id, de aqui que ¢ es un isomorfismo de
algebras de Lie graduadas. Esto finaliza la demostracion. |
Sea A un diagrama de Dynkin, A = Ay(N > 1), Dy(N > 4), Exy(N =
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6,7,8). Sea g4(A) el dlgebra de Lie en los generadores e;,e_;, h; y tal que sa-
tisfacen las relaciones (R1) — (R4). Finalmente, con ga se denotara la forma
unitaria asociada a A la cual es por supuesto positiva.

Proposicién 1.7 Para cada diagrama Dynkin A se tiene que

94(A) = goo(qa)-

Demostracion. Los generadores de g4(A) satisfacen las relaciones de Serre
(R1) — (R4). Ahora usando la bien conocida descomposicién en espacios de
raices de g4(A) se obtiene que todas las relaciones R, (ga) se satisfacen. W
El hecho de que las relaciones son descritas por un conjunto infinito R, (q)
no es satisfactorio. En el proximo lema se mostrara que para ¢ positiva basta
tomar un subconjunto finito de relaciones R;(q) — Roo(q)-

Maés precisamente, se denotard por R,(q) (v = 1,2,3,00) al conjunto de
relaciones definido por la forma cuadratica g : Z — Z (ver Seccién 1.7), por
9(q) al dlgebra de Lie libre generada por {e;,e_;,h; |1 <i < N}y por I(q)
al ideal de g(q) generado por R;(q) — Ruoo(q)-

Lema 1.8 5@ T es una deflacion, inflacion o un cambio de signo para q
positiva y ¢ = qo T entonces el ideal I(q) es generado por un subconjunto
finito de las relaciones R1(q) — Roo(q) si y sdlo si 1(q') es generado por un
subcongunto finito de las relaciones R1(q") — Roo(q').

Demostracion. Para u = 3,00 sea I,(q) el ideal de g(q) generado por
Ri(q)— Ru(q) v 8u(q) = 98(q)/1u(q). También se toma Io(g) = 0, go(q) = 9(q)-
Se denotard con 7, : g,(q) — g.(¢) a la proyeccién canénica para v < u. De
manera similar se define I,,(¢'), g.(¢') v 7.,

Primero se verifica el caso cuando 7' = T es una deflaciéon o una inflacién
para q. Se definen e, El como en la demostracién del Teorema 1.6. Se tiene
as{ un morfismo ®g : g(¢') — @(¢), el cual manda €., a e y h, a h;. En
la demostracion del Lema 1.6 se mostré que los elementos e, 7L1 en goo(q)
satisfacen las relaciones R;(q¢') — Rs(q'), es decir, ®yp induce un morfismo
D3 : 93(¢") — g4(q) que hace el diagrama del lado izquierdo conmutativo,
donde ¢ es el isomorfismo en la demostracion del Teorema 1.6:
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a(¢) ———38(q) o9(¢) ———13(q)
Wéo\L Wéoi/
93(61/) o 40 93(9/) o 40
94(q) 94(q)
Thos Thos iﬁrf"l
Tood . 95(q)
500 i/ﬂ'oos
9(¢) —— = 9(q) 9(¢) - 0(9)

Supéngase ahora que existe un subconjunto finito de relaciones de Ry(¢’) —
Reo(¢') que generan a I(q'), es decir, 1(¢') = (Ri(q'), R2(q), R3(d), o1, - - -+ 1)
donde cada p} esta en R (¢').

Se denota con t, a la longitud de p; y con o el grado de p,. Mas aun,
se toma p; = Pgo(p}). Nbtese que la longitud ¢; de p; y el grado «; de p;
satisface t; < 2t, y Ta; = o}, y que en general grado(®(«)) = T(grado(«)).
Por lo tanto ¢(a;) = gq(grado(p:)) = ¢(T(grado(p;))) = ¢'(a;) > 1y como
{p1,-..,pn} C (RD), C (RH), es el siguiente conjunto de relaciones

R5(q) [ecyiys---»€epi) = 0sigrado([ecyiyy .- yee,]) =iyt <t,i=1...,n.

Entonces, por construccién, los elementos e.;, E en g..(q) satisfacen las rela-
ciones Ri(q") — Rs3(¢'), py,-..,px v por lo tanto, se obtiene un morfismo
®5 : 9(¢') — g5(q) que hace conmutativo el diagrama derecho de arriba.
Dado que ¢ = T5P5, €s un isomorfismo, se tiene que Ps., es inyectivo.
Ahora usando el hecho que ®43 y 754 son sobreyectivos, se concluye que P,
es sobreyectivo y por lo tanto ®s5.,, es un isomorfismo. De donde se sigue
que o5 es un isomorfismo. Del hecho que R;(q) — R5(q) son todas finitas, se
sigue que I(q) = I5(q) es generado por un subconjunto finito de las relaciones
Ri(q) — Reo(q)-

El caso cuando T es un cambio de signo es inmediato y asi, el resultado se
deduce por el hecho de que T~! es una inflacién, deflacién o cambio de signo
deq cong=q oT . [

Proposicién 1.9 Si g es una forma unitaria positiva, entonces existe un
subcongunto finito de relaciones de Ry(q) — Rs(q) el cual es suficiente para
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definir goo(q).

Demostracion. Se deduce directamente del Teorema 1.6, del Lema anterior
y de la Proposicién 1.7. |
El objetivo de este trabajo es encontrar un conjunto mas explicito de estas
relaciones que son suficientes para definir el dlgebra g..(q).

1.9. Raices y relaciones finitas

Sea ¢ una forma unitaria positiva. Considérese el conjunto
t
M ={leciin, - eca] |4 eje,) =165 = £1}.
j=1

Se define R5(M) como el conjunto de las siguientes relaciones:

[651i1 y Cegigy v v - 7€€tit] =0

t
cuando [€c,i,, - - €ei] € My q(D g5¢,) > 1.
j=1

Se sabe que el nimero de raices de una forma unitaria positiva es finito (ver
por ejemplo [O], [R]). Asi se tiene que M es un conjunto finito y por lo
tanto R5(M) también es un conjunto finito. Mdas atin, es claro que bastan las
relaciones Ry (q), R2(q), R3(q), R4(q), Rs(M ) para definir el algebra go.(q). Sin
embargo, nos preguntamos si existe un subconjunto propio de estas relaciones
que baste para definir el dlgebra g..(¢). En la siguiente seccién se verd la
propuesta de este trabajo.

1.10. La propuesta de este trabajo

Sea ¢ una forma unitaria . Un ciclo en ¢ es una tupla de indices (i1, . . ., i;)
tales que g;,;, 7 0 si y sélo si a —b = +1 mod t. Se definen las relaciones
siguientes: R5(q) [ecyiys---»€ci] = 0 donde (i1,...,4:) es un ciclo en q y

&t = :|:1, €1 = —ii . €141 para 1< [ <t-—1.

Sea gs5(q) el dlgebra de Lie definida por los generadores e;, e_;, h;i(1 < i <
N) con relaciones Ry(q) — R5(q).
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El objetivo principal de este trabajo es demostrar el siguiente resultado con-
cerniente a las dlgebras de Lie g5(¢) asociadas a formas unitarias positivas.

Teorema 1.10 Sean q y ¢’ formas unitarias positivas. Entonces se tiene que

(a) q~q siy sdlosigs(q) > gs(d),
(b) 85(q) ~ g4(qa), donde A es el tipo de Dynkin de q.

Observaciéon 1.11 Para demostrar el Teorema 1.10 es suficiente demostrar
la siguiente implicacion: Si q ~ ¢’ entonces g5(q) ~ g5(¢').

Demostracion. Para mostrar (b), sea ¢ = ga, entonces se tiene que gs(q) ~
95(qa), pero gs(qa) = g4(ga) puesto que no hay ciclos en ga y consecuente-
mente R;5(q) es el conjunto vacio.

Ahora, supéngase que g5(q) =~ g5(¢'). Si A es el tipo de Dynkin de q y A’
es el tipo de Dynkin de ¢’ entonces, se sigue de (b) que g4(qa) =~ ga(qa’) v
por lo tanto A = A’, ver por ejemplo [SER]. Consecuentemente se tiene que

q~qan=qa ~(q. L
Si una forma unitaria ¢ satisface (—gii, ) (—Qinis) - - (—@i,_,1,)(Gi,i;) = —1 para
cada ciclo (i,...,1;) en g, se dice que ¢ satisface la condicion de ciclo. Por

ejemplo, si ¢ es una forma unitaria positiva definida entonces ¢ satisface la
condicion de ciclo.

Observacion 1.12 FEl conjunto de relaciones Rs(q) es un subconjunto de

ROO(Q)~

Demostracion. De que q es positiva definida, para cada ciclo vy = (iy, .. ., ;)
se tiene que (_q’Ll’LQ)(_q’L2’Ld) e (_qu—ﬂt)(qitil) =—1,es decir, hay un numero
impar de coeficientes positivos a lo largo del ciclo ~. Por lo tanto,

t—1
1= H(—qz‘az’m) = Qiyir &t
a=1
y de aqui que
t t—1
Q(Z €aCiy) = 1+ Giyi, €164 + Qiyi,_, EtE1—1 + q(z €aCiy) =14+1—-14+1=2.
a=1 a=1
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[ |
Para demostrar el Teorema 1.10 se hacen reducciones iteradas a situaciones
mas y més especiales, donde los pasos principales y las implicaciones son
como sigue:

Teorema 1.10 < Proposicion 2.7< Lema 3.2 < Lema 3.5
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