Capitulo 3

Reduccién a ciclos especiales y
a monomios especiales

En este capitulo, se reducira la demostracién de la Proposicion 2.7 a la
verificacién de que ciertos monomios son cero en gs(q).
Supdngase que q es positiva definida, ¢.s = —1y ¢’ = qoT,!. Una vez més, se
denotaran los generadores de gs(q) con e;, e_;, h; vy los generadores de gs(q’)
con e, e, hl.
Entonces se definen los siguientes elementos en g5(q):

= e, sti=rp [ hedhy, sii=r (3.1)
e sii#r, h;, sii #r.
Lema 3.1 Si q,, = —1 y ¢ = qo T}, entonces los elementos ¢.; and E

satisfacen las relaciones Ri(q'), Ra(q'), Rs(¢") v Ra(¢').

Demostracion. En la demostracion del Teorema 1.6, se vio que los elemen-
tos €., h; satisfacen las relaciones R1(¢'), R2(¢') v Rs(q’). Por lo tanto, resta
probar que satisfacen las relaciones R4(q’), es decir, se tiene que demostrar
que (ad ;)™ (€5;) = 0 donde m’ = max{0, —6Al;}, €,0 = +1 para cada
1,7 =1,...,n. Si 7 = j el resultado es obvio. Por lo tanto se puede suponer
que ¢ # j y distinguir varios casos.

Caso 1 # r, j # r: En este caso se tiene que €, = e, €5, = €5, ¥ A;j =
Aij,m’ =mar{0, —dA;;} y por lo tanto (ade.;) ™™ (¢5;) = (ades;) ™™ (es;) =
0 por R4(q).

Caso i =r1,j # r,s : Bajo estas suposiciones se obtiene que A} ; = A,;+ Ag;.
Sim’ = 0, entonces tiene que A}; = 0 6 6A}; > 0. En el primer caso, se
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tiene que A,; = —A,;. Ahora si ambos son cero, se concluye que [e.,, es5;] = 0,
lecs, es;] = 0; de donde se sigue que (ad é.,.)(€5;) = 0 por Ry(q). Por otro
lado, si [ec, €55] # 0y [ecs, €5J] # 0, entonces se tiene que (r, s, j) es un ciclo
en ¢ y entonces (ad e.,.)'*™ (€5;) = [[er, €cs), €s5] = 0 por Rs(q). Ahora, si
55A;j > (), entonces como A = A,; + Agj se tienen los siguientes casos:

(i) A4, =0y A;; #0

(ii} Arj 7& Oy Asj = 0.
Si A;; = —1 entonces € = —d. Si se cumple (i) entonces Ay; = —1, asi se tiene
que (ad €,)(€;) = [eer, €es, €—cj], Pero por Ry(q) se sabe que [e.,e_.;] =0y
lecs, e_cj] = 0, de donde se sigue que (ad €,)(€;) = 0. Los casos restantes, se
demuestran de forma similar.
Sim' >0 entonces m' =1y A; = A,; + Ay; = —d. De lo cual se sigue que
As; =006 A,; = 0. En el primer caso se tiene que:

( [6537 66]] 0,
(b [eem Cer, 66]] - 0

De (c) v (a) se obtiene que

)
)
(c) [ecs, €es, €5:] = 0.
(
)

(d) [ecs, [[E<rs €es], eéj]] = 0.

Si g es un algebra de Lie y z,y,z € g con [z, y] = 0, entonces se cumplen las
siguientes propiedades:

(e) [x,y, z] = [y,x,z], [xvz>y] = [y,z,x]

() llz, 2], 9] = lly, 2], =], [[2, 2, 9] = (12, 9], 2]

Usando las propiedades (a)-(d) se tiene lo siguiente:

(ad ger)2<€5j> = [leer €cs]; [[ecrs €es] €5]]
= [leer; €cs], [leer, €55, €] (por (a))
= lecs, [[ecr, esm), [€ers €cs]]] - (por (€))
= [ecs [ecr, [[ecrs €55, €c5]]] - (por (D))
= [ees; [[eer, [[ecr, ecsl, e55]]]] - (por (a))
= [lle=r, ecsl, €551, [eers €] (por (d))

= —[lecr, €cs], [[€r, €cs), €5]] (pOr antisimetria)
—(ad EET)Q(E;J-).
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De aqui que (ad €.,)?(és;) = 0. En el segundo caso, en el que A,; = 0, nitese
que [[ecr, €cs], [€cr, €cs], €55] = [[€css €er]s [€ess €er)s €55] ¥ se procede de manera
similar intercambiando los roles de r y s.

Caso i=r,j = s: Obsérvese que A, = —A,s = 1y por lo tanto

(ad €,)® = [€r, [eer; €ca]s e cd]
= [€ers [e—es, €5, €er]  (por (f))
= [€er, (—€)hs, €er] (por R3(q))
= [er, €% Arsecy] (por Ry(q))
= Apsllecr, €cs), €es) (por bilinealidad)
=0 (por Ry(q)).

Por otra parte, se tiene que

(ad ger)<€ss) - [[667'7668]7665]
=0 ( por R4(q)).
Caso i #r,j=r:Si Ay =0 = A, es facil verificar que (ad e;)(és.) = 0.
Por otro lado A;. # A;s (puesto que A} | = |A; + Ais| < 2) y por lo tanto
se tiene que [e;, es.] = 0 6 [eq;, es5s] = 0 por Ry(q). En el primer caso donde
le<i, esr] = 0, se obtiene que
(ad g&i)1+m/(gér) = (ad g&i)1+m/([66rae5s])
= (ad gei)m/([(a&raeeieés])

= lesr, (ad )T (ess)]

el cual es cero si m’ > max{0, —dA;s}, en particular si A;s =06 edA;s > 0.
Asi solo resta considerar el caso donde €0 A;s = —1y m’ = 0, es decir, ed A}, >
0. Dado que 0 < edA! = edA; +e0A;s = edA; — 1 se tiene que €5AW =1;
pero entonces (r,i,s) es un ciclo en ¢ y por lo tanto (ad €)' (¢s5.) =
€51, €1, €55) €8 cero por Rs(q).

Caso i = s,j = r: Se tiene que

(ad gas)l+m (657") = (ad ees)2+m/(€57") =0

por Ry(q) puesto que 1 +m' > 1 > max{0, —cdAs, } = maz{0,e0}. |
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Lema 3.2 Con la notacion anterior, para cada ciclo v = (r,i1,49,.. ., 1)
/ / _ / _ / _ / _ ; ;

en ¢ con ¢, = —1,¢, = —1,....q, ;, = —1yq, =1, los siguientes

monomios son cero en g5(q):

Efy = [6Ci.Cin- .11

E;_’u - [g_i“’g_iw-l’ T ’g_it7 gra gz'p s 7giu_1] (32)
Eyo (€1, €ty Cirys- -, i)

E’;u o [gfi“’gfiu—l’ T 75*1'1 ) féfm git? s 7giu+1]

El Lema 3.2 se demuestra méas adelante.

Demostracion de la Proposicién 2.7. Por el Corolario 2.6 se deduce
del Lema 3.2 que para € = %1, se tiene que

E+ N = [g ) ggil’g€i2, .. 65“] = 0

E,;r’us = [g €iy) 6_€1u+1, e 7€_€iz7 6gr,g5i1, Ce 7g6iu71] = O,
E,;g: = I:fé/_g/r’fé/eit,fé/sitil, e 7gsi1] = 0,

E,;;f = [/é;a'u, g*ﬁ'u—l’ e ,/é;sil,fé;gr, gEit’ e 7g5iu+1] = 0

Se sabe por Lema 3.1 que los elementos ¢,; y ﬁm satisfacen las relaciones
Ri(¢") — R4(q'). Ahora se mostrard que los elementos €.; y h.; satisfacen
también la relacién Rs(q’). Por lo tanto, se tiene que demostrar que para
cada ciclo v = (jo,...,Ji—1) en ¢ el elemento

F":t - [gsojoa g61j17 s 7fé/5t71jt71] S 95((])

es cero, donde g, 1 =+l yeg = —qgljm@lﬂ paral=t—2,t—3,...,1.

Si r no estd en v entonces €.,;, = €c,j, para 1l <a <t —1y 7 es también un
ciclo en ¢. Consecuentemente F** = 0 por R;(q).

Asi, resta considerar el caso donde r estd en v, sea j, = r. Sir # jo y s
no es un elemento de v, se denota con a — [ al residuo de a — [ médulo ¢,
1 <1<t Se puede asumir (usando el Lema 2.5) que ¢;; =

—1,...,qj

1.4 . =
’qﬂﬁﬂﬁ

/ . / :
R — 1, y entonces @G = 1 puesto que ¢’ satisface la

condicion de ciclo. De esta forma, se definen ¢y := 7,41 := jo—, ..., %1 =
Ja=t y se toma v = (r,iq,...,%_1). Aplicando el Lema 3.2 se concluye que
For=E S =0,

¥.a—1 T

Sl r = Jo y s no es un elemento de 7, nuevamente por el Lema 2.5, se puede
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suponer que ¢, = —1,q;;, = —1,...,q;_,;, 1 = —1 y entonces se tiene que
¢, ,» = 1, puesto que ¢’ satisface la condicién de ciclo. Asf por el Lema 3.2
se tiene que F2* = Ef 5t = 0.

Ahora sirT = j,, a #0y s = j,_1, se puede suponer que

=1

/ 1 /
qrjm - v Qg ggi g

y como ¢ satisface la condicién de ciclo, se tiene que q;jil = 1. Tomando
=

el ciclo v = (7, jaz1, - - - Ja7z = Ja—1) ¥ aplicando nuevamente el Lema 3.2
se concluye que F3' = E;L,"?_a = 0. Esto muestra que los elementos e.; y h;

satisfacen la relacién Rs5(q’). Por lo tanto, se tiene que é.; y E satisfacen las
relaciones R;(¢') — R5(¢'). Luego existe un homomorfismo ¢ : g5(¢') — 85(q)
tal que p(el,) =€, v p(h)) = h;. De forma similar existe un homomorfismo
¥ g5(q) — g5(¢") y es facil verificar que uno es inverso del otro, ver [BKL]
para detalles. l

3.1. Reduccion a monomios especiales

En esta seccién se describen los ciclos v en ¢ = ¢q o Ty, los cuales no
necesariamente son ciclos en g. Recordar que cada forma unitaria ¢ : Z"v — 7
tiene asociada una bigrafica B(gq) con vértices 1,..., N y aristas definidas
como sigue: Dos vértices distintos i y j se unen por |g;| aristas llenas si
¢ij < 0y por g; aristas punteadas si g;; > 0. Claramente los ciclos en ¢
corresponden a ciclos en B(q).

Se introducen cuatro tipos de bigraficas. La primera es justamente un ciclo

c?(\) = (A 1,...,n) donde la arista {\,n} es la tinica arista punteada:
D\ n A n
1 2 n—1 1 2 n—1
cn(M) gn(A)
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1 iy - io N — N ... =4,

gn (A psir, ..., 0), 1 es par,

1 . " e 0o Rpp——": R TR

g2(\, i1, ...,4), 1> 0es par.

Por definicién, las aristas de g? (\) son precisamente las que se encuentran
en los dos ciclos (A, 1,2,...,n—1)y (\,n—1,n), donde {\,n— 1} es la tnica
arista punteada.

Ahora gl (X, i, 41, . .., 4;) se obtiene del ciclo c? ()\) afiadiendo un nuevo vértice
p y trazando para cada a = 1,3,...,1 — 1 una arista punteada {\,i,} y una
llena {y,i,}. Para cadaa = 2,4, ..., también se traza una arista llena {\, i, }
y una punteada {, 7, }. La definicién de g2 (\, 1,4y, . . ., 4;) es muy similar. Se
inicia con un ciclo (i, A, 1,...,n) donde {n, u} es la unica arista punteada y
se trazan aristas como sigue: para cada a = 1,3, ...,[—1 una arista punteada
{\,i,} y una arista llena {u,i — a} y para cada a = 2,4,...,l — 2 una arista
llena {\,i,} y una arista punteada {u,i,}.

Recordar que solo resta demostrar el Lema 3.2 y que por lo tanto la atencién
se puede restringir al caso donde v C B(¢’) es un ciclo con v = c2(r).

Lema 3.3 Supdngase que q es positiva definida, ¢, = —1 y ¢ = qoTy,. Mas

ain, sea v = c2(r) un ciclo en B(¢') y T la sub-bigrdfica de B(q) inducida
por los vértices r,s,1,...,n.
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Si s € v entonces ' = g(r) yn = s. Si s ¢ v entonces lo siguiente se
cumple:

(a) Siiy # 1 yi; #n, entonces U = gl (r, s;41,...,4) para algin par 1 > 0,
(b) Siiy #1 yi;=n, entonces T' = g2(r, s;41,...,4) para algin par

(c) Siiy =1 yi;#n, entonces T = g2(s,r;1a,...,19;,n) para algin parl,
(d) Siiy =1 1yi;=n, entonces I' = gl (s,7:4,...,9_1) para algin par .

Demostracion. Si s es un vértice de 7, entonces como ¢, = 1, se tiene que
s =n y por lo tanto la sub-bigréfica I' de B(q) tiene la forma I' = g9 (r).

Si s no estéd en 7, entonces sean iy, ...,4 (con 1 < iy < iy <...<7i; <n)los
vértices tales que q; # 0.

Sil =0, es decir ¢.; =0, entonces I' = g/ (r, s; ). Asi, supéngase ahora que
[ > 0. Se denotara con I" a la sub-bigrafica inducida de B(¢') dada por los
vértices s, 7, 1,...,n.

Dado que (s,r,1,...,7;) es un ciclo en B(¢') se tiene que ¢,;, = —1 por
la condicién de ciclo. De manera inductiva para 1 < a < [ se tiene que
(S,%a-1,%a-1+1,...,i,) es un ciclo en B(q’), de donde se deduce nuevamente

por la condicién de ciclo que ¢, = (—1)°.

Si iy = n entonces (7,14, 5) es un ciclo en B(q') y como ¢, = 1 = g, se tiene
que (—1)" = ¢,,; = 1. Por lo tanto [ es par.

Si 4, # n entonces (1, s,4;,...,n) es un ciclo en B(q'). Nuevamente por la
condicién de ciclo, se tiene que (—1)! = q.,» lo cual implica que [ es par.

El resto de las verificaciones son cédlculos directos usando que ¢, = ¢, — ¢,
para cada i # r, s. |
El siguiente resultado ayudara a reducir algunos calculos a la mitad.

Lema 3.4 Si A= [Ay, Ay, ..., Ayi1] es un monomio que satisface [A;, A;] =
0 cuando |i — j| # 1, entonces se tiene que

AT = [An+17An7 cee >A27A1] = (_1)n[A17A27 s 7An+1]‘

Demostracion. La demostracién es sencilla utilizando induccién y los in-
cisos (e), (f) en la demostracién del Lema 3.1. |

Ahora se formulard un resultado que involucra conocimientos acerca de

la bigrafica B(q) y los monomios en g5(q). Este resultado implicara el Lema
3.2, como se vera mas adelante.
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Lema 3.5 Sea q positiva definida. Supongase que la sub-bigrdfica induci-
da T de B(q) es de la forma g°(\), gt(\, i, 11, ...,4) (para algin | par)
6 g2(\, 1,11, .., 1) (para algin 1 > 0 par).

Entonces los siguientes monomios son cero en gs(q) (donde en el caso T' =
g%(\) se supone que p=mn):

Fn,O(Au M) = Heka eu]) € ny€_(n-1)y--+, 6—1]7 (33)
FouA i) = lew,u1,... €1, [ex,eu)sen, ... e_@in], parau=1,... n.

Demostracién del Lema 3.2. Se definen los siguientes monomios en gs(q):

Grro(\ 1) [lex, eu], €1, - - - enl,

G’;u()\, 1) = [e—us €_(ui1)s- -y Cons [€X, €4, €1,y Eut], (3.4)
G;’O(/\, ) = [le—x,e—pul,en n_1,..., €1l

G;U(A,u) = [ecuse(uot)s---s €1, [€-n €p], €ns oy Cugnls

Entonces G, (A, 1) = Fro(A ) = O paral < v < ny G, o(\p) =
O(F,o(\ 1)) =0, donde ® es el automorfismo del Corolario 2.6. Obsérvese
que G} (A, i) es un monomio que satisface las hipétesis del Lema 3.4. De
aqui, que para 1 < u < n, se tiene que G (A, ) = £D(G,, , (A, 1)7) =0
y G\ ) = £0(Gry (A i)™) = 0.

Por definicién, se tiene que Gy, (1, A) = =G5, (A, ) para ¢ = £l y v =
0,1...,n. Supéngase ahora, que v = c2(r) es un ciclo en B(¢'). Si s € 7, se
tiene que I' = g?(r) y los monomios de la ecuacién (3.2) se convierten direc-
tamente en monomios de la ecuacién (3.4) por medio de EZ , = G, ,(r,n).
Si s ¢ v entonces primero se Consideran los casos (a) y (b) del Lema 3.3;
aplicando el Lema 3.5 se tiene que = G, ,(r,s) = 0. En los casos (c) y
(d) del Lema 3.3, se tiene que Ef , = G5 Wo(8,7) = =G5, (r,5) = 0. Lo cual
completa la demostracién. l
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