Capitulo 4

Monomios, cadenas llenas y
bigraficas

En este capitulo se definird un producto entre monomios y se demostraran
algunos de los detalles técnicos necesarios para la demostracion del Teorema
1.10.

4.1. Monomios en el magma libre

Dado un conjunto X, se define una sucesiéon de conjuntos M,,(X) de la
siguiente forma.

Mi(X) = X

n—1
Mu(X) = [ JMi(X) x M_y(X) paran >2.
=1

Se define M(X) = |J M, (X) (ver [BN]).
nelN
Para cadan € N se tiene la inclusién i,, : M,,(X) — M(X), M,, se identifica

con su imagen en M(X) bajo i,. Si m # n entonces M,,(X) N M, (X) = 0.
Asi, para cada A € M(X) existe un tnico n € N tal que A € M, (X). El
ntimero n es llamado la longitud de A y es denotado por (A). El conjunto
X consiste de todos los elementos en M(X) de longitud uno.

Sean A, A’ € M(X) tales que p = [(A) y ¢ = I(A’). La imagen de (A, A") bajo
la inyeccion candnica del conjunto M, (X) x M,(X) en el conjunto M, , es
llamada la composicién de A y A’. Asi, se tiene que (A, A") = [(A) + |[(A")
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y cada elemento de M(X) de longitud > 2 se escribe de manera unica en la
forma (A, A’) con A, A" € M(X).
Se define (Aq, ..., A,) € M(X) de forma inductiva por

(Al, e ,An) . (Al, (AQ, Ce 7An>>
Si A= (Ay,...,A,) se define A= (An, ..., A1). Por otra parte, si r; = I(A;)
(r; > 1) entonces [(A) = > r;. Sea A = (ay,...,a,) con a; € X se dice que b
=1

1=
es una entrada de A si b = a; para algin 7. Lo cual se denotara con b €,,,, A.
En este trabajo, X siempre denotara el conjunto

X ={ei,e_i,hi | 1<i<n}.
Se define una nueva operacién binaria en M(X) de la siguiente manera
[ M(X) x M(X) - M(X)
estd dada por

(A, B), side X ;

f(A, B) :A'B:{ (A1, Az @ B), si A= (A, As).

Sea m : M(X) — g5(¢q) la proyecciéon dada por m(A) = Asi A € X y
T((A1, Az)) = [7(A1), m(A2)],.
Proposicién 4.1 Si A, B,C € M(X) entonces

Ae(Be()=(AeB)e(.

Demostracion. La demostracién es por induccién sobre I(A). Si [(A) =1
entonces A € X y se tiene que

(AeB)e(C)=(A,B)e(C =(A,Be(C)=Ae(Be().

Supoéngase que el resultado es cierto para toda m < (A). Asf se tiene que
Ae(Be() = (A,Aye(Be()) (definicion)
= (A1,(Ay e B)e () (induccidn)
= (AeB)e( (definicién).
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Lema 4.2 Sea g un dlgebra de Lie.
(a) Si[A, B] =0 entonces [A,B,C] = [B, A,C].
(b) Si[A, B] =0 entonces [A,C, B] = [B,C, Al.
(c) Si[A;, B] =0 para toda 1 < i <n entonces
(A, ..., A1,B,Cl =[B,Ay,..., A, C].
Demostracion.

(a) Como g es un dlgebra de Lie se tiene que

[A,B,C] = —[C,A,B]—[B,C,A] (identidad de Jacobi)
= —[B,C,A] ([A, B] = 0, por hipdtesis)
B, A, (] (antisimetria)

El inciso (b) se obtiene del inciso (@) por antisimetria.

(c) Por induccién sobre n. El caso n = 1 se cumple por inciso (a). Supéngase
que el resultado se cumple para n — 1. Asi se tiene que

(A, Apq1..., A1, B, Cl = [ag,|an-1,...,a1,B,C]] (definicién)
[An, [B, An 1,---,A1,C]]  (induccién)
[An 7[ n1y---,A1,C]] (definicién)
1B, A (] (por (a))

|

Lema 4.3 Sea A = (A,,...,A1). Sia € X es tal que [a,7(A;)] = 0 para
i=1,...,n entonces se tiene que [a,m(A)] = 0.

Demostracion. Por induccién sobre n. Si n =1 el resultado es inmediato.
Supongase que n > 1 y que el resultado se cumple para toda m < n. Sea
B = (A@-1),..., A1) entonces se tiene que m(B) = [1(Ap-1)),...,7(A1)];
asi se obtlene que

m(A) = [1(An), T(Awm-1)), ..., 7T(A1)]
= [m(An), 7(B)].



De lo anterior se concluye que

[a,7(A)] = la,7(An), 7(B)]
= [7(An),a,7(B)] (Lema 4.2 (a)).
Luego por hipdtesis de induccién se tiene que [a, 7(B)] = 0; lo cual implica

que [a, T(A)] = 0. |

Lema 4.4 Sea A= (ay,...,a,,), B, C € M(X) cona; € X.

(a) Sila,7(B)] =0 para toda a €,,, A, entonces

m(Ae(B,C)) =[n(B),m(AeC)].

(b) Si[a,n(B)] =0 para toda a €,,, A, entonces

n(Ae(C,B))=[r(AeC),7(B).

(c) St A = (aig,.-.,aip) € M(X) cona;; € X y1<i<mn son tales que
la, 7(B)] = 0 para toda a €.,, A;, entonces

m(A,e---0A 0(B,C))=[r(B),r(A,e---0A e().

(d) Si A = (ai1,...,ai,) € M(X) cona;j € X y1<i<n son tales que
la, 7(B)] = 0 para toda a €.,, A;, entonces

(A ,e---0A e (C B))=[n(A,e---eA e(C) n(B)].
Demostracion.
(a) Se tiene que

m(Ae(B,C)) = Jai,...,a.,7(B),n(C)] (definicion)
= [7(B),ay,...,a.,7(C)] (lema anterior)

= [7(B),m(AeC)] (definicién)

El inciso (b) se obtiene del inciso (a) por antisimetria.
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El inciso (c) se sigue del inciso (a). Finalmente, el inciso (d) se obtiene de (c)
por antisimetria. [ ]

Lema 4.5 Si A = (am,...,a1) es tal que 1(Ae B) =0 y [a,7(C)] =0 para
toda a €., A, entonces se tiene que T(Ae (B,C)) =

Demostracion. Por Lema 4.4 se tiene que 7(Ae(B, (")) = [r(AeB), n(C)] y
por hipétesis se sabe que m(Ae B) = 0. De donde se sigue que 7(Ae (B, ()) =
0. |

Lema 4.6 Sean A; = (an, i, ..., 024,01,;) € M(X) con a;,; € X.
(a) Sila,m(A1)] =0 para a €,,,, Az con a # a1 2, entonces
m(Az @ Ay) = [m(Az), m(A1)]
(b) Sila,m(AG-1)®---0A )] 0 para a €., A; con a # ar;, 2 <i <k,
entonces W(Ak o -0 A)=[n(Ax),...,m(A1)].
Demostracion.
(a) Por induccién sobre ny. Para ny = 2 se tiene:
m(Ay e Ay) = [age, a1z, m(Al)]  (definicién)
= [m(A1),a12,a22] (Lema 4.2)
= [7(Ag), m(A1)] (antisimetria y definicién)
Supdngase que el resultado se cumple para ny = m, es decir,

m(Ay @ Ay) = [m(A3), m(A1))]

donde A} = (ama,...,a012). Sea
A= (a(m—l—l),Q: am,2, - - - ;a1,2)
entonces:
T(AeA) = [agsn), (A, e Ay)] (definicién)

= [agt)2, T(A3), T(Ay)] (induccién)
= —[agt1)2, (A1), T(A3)] (antisimetria)
= —[r(A1),ag41)2,7(43)]  (Lema 4.2(a))
= [n(A),7(Ay)] (antisimetria)
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(b) Por induccién sobre k. El caso k = 2 se cumple por inciso (a). Supéngase
que el resultado se cumple para k, es decir, que si B = A, e --- e A;
entonces se tiene que w(B) = [1(Ag), ..., 7(A1)]. Sea

Ak+1 = (ankﬂ,(ml), ce 7a1,(k+1))-

Si [aj (k41), m(B)] = 0 para j # 1, entonces por inciso (a) se tiene
m(Agsr @ B) = [1(Apyr), 7(B)]

Lema 4.7 Sean A = (ay,...,a1), B = (b,,...,b1) con a;, b; € X, tales
que |a,b] = 0 para a €,,, A, b €,,, B con a # ai. Entonces se tiene que

w(Ae B)=[n(A), n(B)]

Demostracion. Por hipétesis se tiene que [a,b] = 0 para a €., 4, b €., B
con a # a;. Luego por Lema 4.3 se tiene que [a,7(B)] = 0 para a # a;.
Asi por Lema 4.6(a) concluimos que (A e B) = [n(A), n(B)]. |

Lema 4.8 Sean A = (ap,,...,a1), B = (bp,,...,b1) € M(X) cona;,b; € X
tales que [a,b] = 0 para toda a €,,,. A ytodaa €,,, B. Entonces t(AeBe(') =
n(BeAe().

Demostracion. Primero se mostrara el caso especial donde ny = 1 y la
demostracion se hara por induccién sobre ns. Si ny = 1:

m(a; @b e C) = m(aye(by,C)) (definicién)
= [by,[a1, 7(C)]] (Lema 4.4(a))
= 7w(byea,e(C) (definicion)

Supéngase que B = (b, _1,...,b1) y que m(a; e Be () = (B ea; e (). Sea
B' = (bn,,bp,—1, .. .,b1) entonces se tiene que
(e e B'eC) = m(ay e (bn,, BeC()) (definicién)
= |[bpy,[m(a e (Be(C)] (Lema 4.4(a))
[byy, T(BeaeC) (induccién)
7(b,, e Bea;e() (definicién)
(B ea;e() (asociatividad)
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Ahora se demostrara el caso general. Si A = (ay,,...,a1), B= (bp,,...,b1)y
la,b] = 0 para toda a €., A,b E.... B, entonces 1(AeBe()=mr(BeAe().
La demostracion es por inducciéon sobre n;. Para ny = 1 se cumple por la
primer parte de la demostracién.

Supéngase que para A = (a(n,-1),-..,a1) se tiene que 1(Ae B e () =7(5 e
Ae (). Sea A" = (ayn,, a(n,-1),- .., 01) entonces:

n(AeBe(C) = w(a,, e AeBe() (por definicién)
= 7m(a,, e Be Ae () (induccién)
= 7

(

m(Bea, eAe() (caso especial)
n(Be A e () (definicién y asociatividad)
|
4.2. Cadenas llenas
Una tupla de vértices (p1,...,p,) de una bigrafica I es una cadena si
existe una arista entre los vértices p; y p; si y sélo si |i — j| = 1. Se dice que
la cadena es llena si todas sus aristas son llenas. Si A = (py,...,p,) es una

cadena en I' y a es un vértice que no este en A, entonces se dice que i € A
es un enlace del vértice a si q,; # 0. Denotaremos por L,(A) al conjunto de
vértices en A que son enlaces del vértice a.

Lema 4.9 Sea q una forma unitaria positiva definida y A = (1,...,n) una
cadena llena en B(q). Entonces, para 1 < iy < iy < --- < i, < n se tiene que

w(D;e---eDy)=[m(Dy),...,m(Dy)],
donde Dy, = (€cipys - - - » €c(ing_141)) € M(X) para 1 <m <1y ademds ip := 0.

Demostracion. Como A = (1,...,n) una cadena llena, entonces [e,, €5 =
0siabe{l,....,n}yla—>b > 1, donde ¢,6 = 1. Asi se tiene que
[z, 7(Dyyp—1 @ --- @ Dy)] = 0 para toda = €., Dy, con z # e.(iym_1 + 1),
2 <m < [. Luego por Lema 4.6 (b) se obtiene el resultado. [

Lema 4.10 Sea A = (1,...,n) una cadena llena. Si L,(A) = {1,n} en-
tonces se tiene que [€zyq;€en, - - -, 1] = 0, donde €1 = —£qq,.
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Demostracion. Sea E = [e.,q, €cp, - .., €] = 0. Entonces £ = 0 por (R5).
|

Lema 4.11 Supdngase que la cadena llena A = (1,...,n) tiene un nimero
par de vértices. Sea L,(A) = {i1,...,ix} con k par. Si iy = 1, i, = p,
tom + 1 = 1@my1) para 2 <m < g — 1, entonces se tiene que

[eelaa Cery -t 7661] = 07

donde €1 = —€qqp.
Demostracion. Sea E := [ec,q, €cp, - - - , €21]. Se definen

D1 = (egiz, e 7682'1)

D2 — (68i47"'766’i3)

Dg = (esik, ce ,ea»(k_l)).
Asi, se tiene que E = [e.,q,7(Dx ® --- @ Dy @ Dq)]. Pero como ¢,; = 0 si

2

n — | > 1 entonces concluimos que
| |
[ealaa T (D(m—l) e---0 Dl)] =0

para igm—1) < | < gy, 1 < m < g Luego por Lema 4.6(b) se tiene que

W(Dg o --eDye D)= [W(D% yoo oy (Dy), m(Dy)]. Asi obtenemos que E =
[ W(Dg), ..., m(Ds), m(D1)]; pero por Lema 4.10 se tiene que [e.,q, 7(D;)]

Oparai =1,..., g Entonces por Lema 4.3 concluimos finalmente que £ = 0.
|
Lema 4.12 Sea q una forma unitaria positiva definida, A = (1,...,u) una

cadena llena en B(q) y sea a un vértice que no estd en A. Entonces eziste
u

un numero par de vértices de A que son enlaces de a si y sélo si Yy q,; = 0.
Jj=1
En este caso se tiene que

(CL) [ecrm Ceuy - - - ,651] =0 Y
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(b) [6517 coy Ceyy eaa] = 07
para o, = %1.

Demostracion. Dado que g es una forma unitaria positiva definida, se tiene
que —1 < ¢;; < 1. Sea Lo(A) = {iy,...,igf con 1 <y < iy < ... <1 <u.
Como ¢ satisface la condicién ciclo, se tiene que gqui, = —¢as,, paral < s < k.
u

Por lo tanto, obtenemos que [ es par si y sélo si Y g,; = 0.

7=1
Ahora supéngase que [ es par. Si L,(A) = (), entonces se tiene que [e.,4, €em] =
0. Asi por el Lema 4.3 el resultado se verifica de inmediato. Asi podemos
suponer que L,(A) # (. Como ¢ es positiva, los vértices 4,,, i,1 son tales
qQue Gai,, = —Gaip,, Para iy <m < ig.
Supdngase primero que ig,, + 1 = iopiq. Sity # 1y i # n se definen

D, = (65(1171)7 cen ,651)
D2 — (ea’ik7"'ae.€i1)

D3 = (esna v 7e€(ik+1))-
Asi se tiene que
[eoaa €ery - vy 661] = [eoau W(Dfﬂ L D2 L4 Dl)]

Por Proposicién 4.9(a) se tiene que m(D3 @ Dy @ D) = [m(D3), m(Ds @ Dy)].
Ahora por Proposicién 4.9(b) se tiene que w(Dy @ D) = [m(Dsy), n(Dy)] y
entonces se sigue que

€0y €ers -+ €c1] = [€ga, T(D3), w(D3), m(Dy)].

Finalmente, como [e,q, €] = 0 parai € {1,...,i3—1,ix+1,...,7} se obtiene
por Lema 4.3 que [eyq, 7(D;)] = 0 para j = 1,3. Més atn, por Lema 4.11 se
tiene que [eyq, m(Dy)] = 0y asi por Lema 4.3 tenemos que [€q, €cr, - - -, €c1] =

0.Sii; =1y r+# iy, seconsideran Dy v D3. Siiy # 1y r =iy, se consideran
D,y Dy. Sii; =1y 1r =1 solo se considera Dy y se da en todos estos casos
un argumento similar al anterior.

Supongase ahora que para algin 1 < m < g se tiene que ig, + 1 # i@2my1)-
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Sean

k
my = min{m|1<m< §,i2m +1# i(2m+1)}
k
my = min{m |m; <m < §,i2m +1#i@min}
my = min{m [ mg_1) <m < 5 t2m +1# iom+1)}

todos los m tales que igp, + 1 # t(2m+1)- 511 # 1y 1 # i, se definen

Dl - (68(i1—1)7 v )661)

D2 = (GEile, Ce ,652‘1)
D3 = (65(i<2m1+1)71)7 e 765(i2m1+1))
Dy = (esizmt7 T eEi(zm(t—l)-H))

D(2t+1) = (66(i<2mt+1)—1)7 EIR) eé‘(’izmt-i-l))

DQ(H-U = (efim S 7€5i(2mt+1)>

Do@sny+1)y = (€erye vy efipt1))-
Asi se tiene que
[eaa, Cery - - - >651] = [651a7 7T(D(2(t+1)+1) o -ce]e D1)]-

Usando iteradamente los incisos (a) y (b) de la Proposicién 4.9 obtenemos
que

W(D(Q(tJrl)Jrl) ®:--- 0 D2 [ ] Dl) = [’/T(D(Q(t+1)+1)), e 77T(D2), W(Dl)]

Por Lema 4.3 se tiene que [eyq, m(D;)] = 0 para j impar. Mds atin, por Lema
4.11 se tiene que [e,q, m(D;)] = 0si j es par; asi por Lema 4.3 se concluye que

l€c1ay €ers - s€a] = 0. Siiy =1y r # iy, se consideran Dy, ..., Dio41)+1), i
iy # 1y r =1 se consideran Dy, ..., Dyyyq1), si iy = 1y r = i se consideran
Dy, ..., Doyq1y y se da en todos estos casos un argumento similar al anterior.

Lo cual demuestra el inciso (a).
Si [ecu, €00a] = 0, se obtiene (b) de forma trivial. Asi supéngase que [e.y, €5q] 7#
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u
0y sea j < u el maximal tal que g, # 0. Entonces se tiene que Y ¢;, =0y

i=
€ci, €0a) = 0 para j < i < w. Asf [e(j+1), - - -, €eu, €0q) Satisface las condiciones
del Lema 3.4 y por lo tanto

[66j7 <oy e,y eaa] = i[eema Ceuy - - - 7600,}7
el cual es cero por (a). |

4.3. Monomios cero asociados a cadenas llenas
con enlaces

Lema 4.13 Sea q una forma unitaria positiva definida, sea A = (1,...,u)
una cadena llena en B(q) y sea a un vértice que no estd en A. Supongase

que Y qoj = 0 y que B € M(X) es tal que [e.;,m(B)] =0 para 1 < j < u.
i=1
Entonces se tiene que w(D o (€yq, B)) = 0 donde D = (e, ..., e:) € M(X)

yo,e==x1.
Demostracion. Se deduce del Lema 4.4(b) que 7(D o (€,4,B)) = [7(D o
€0a), T(B)]. Ahora como 7(D e €,4) = [€cu; - - - ; €1, €5al, SE tiene que si

[6517 eaa] =0

entonces m(Dee,,) = 0. Asi supéngase que [e.1, €54] # 0, sea i > j el minimo
tal que q,; # 0 y obsérvese que [eg;, ..., €1, €.q] = 0 por R5(q). [ |

Hipdtesis 4.14 Sea q una forma unitaria positiva definida, A = (1,...,u)
una cadena llena en B(q) y se fijan 1 < iy < iy < ... < i < u. Mds ain,
sean

D, = (65(11—1)7 cey 651)
Dm = (es(im,l), ey em-m_l) (1 <m S k) (41)

Dk+1 = (66u7 s 7€8ik)-

44



Lema 4.15 Supdngase que se satisfacen las Hipdtesis 4.14. Entonces para
Ae M(X) y cada m > 3 se tiene que:
7(Dyp®Dy o0---0Dy0A)=m(D,, s0---eDjeD, eA)

st M es impar, y
T(Dp®Dyoe---0Dy0A)=m(D,, o0---0Dy0D,, 0 A)

St M es par.

Demostracion. Sea D = D,,, _oe---e Dy simesimpar (D = D,, se---eD,
si m es par). Entonces se tiene que [e;, e.;] = 0 para cada e.; €. Di, v cada
€cj Eeme D. Por lo tanto el resultado se sigue del Lema 4.8. |

Hipétesis 4.16 Sean B,C € M(X) tales que

le<j, m(C)]
[683'7 7T(l)m—l ® C)]
lecj, T(Dp—1 ® B)]

para toda ez €., D1,

0,
0, para toda ec; € Dy, m > 1 impar,
0,

para toda e.; € Dy, m > 1 par.

Lema 4.17 Supongase que se satisfacen las Hipotesis 4.14 y 4.16. Entonces
para cada m > 2 y cada e €., Dy, se tiene que

7(ecj ® Dip—1)® D(yy_zy®---0Dse Dy e B)=0 sim is par,y

7(ecj ® Din—1)® D(pp_zy@---0D,0Dy0C) =0 sim is impar.

Demostracion. Supéngase que m es par (el caso donde m es impar es com-
pletamente similar) y sea E = 7(e.; ® D(yy_1) ® D(sp_3)®---® D3 e D e B).
Sea D' = (e.j, Dy,—1). Obsérvese que para cada = €,,,, D' y cada y €., C =
D,,—3e...e Dy se tiene que [z,y] = 0. De aqui por Lema 4.8, se tiene que
E =mn(D'eCeB)=m(CeD e B). El resultado se sigue ahora de que
(D’ @ B) = [ecj, 7(Dy—1 ® B)] = 0 por hipdtesis (4.16). |

Lema 4.18 Nuevamente, supongase que se satisfacen las Hipotesis 4.14 y
4.16.

(1) Para cada par m, se tiene que w(Dy,p10---0 Dye Dy e (B, C)) es igual
a[m(Dys1®Dpr0---0DyeB), (D, @D, se---eDye()].
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(ii) Para cada impar m, se tiene que 7(Dpr10---0DyeD e (B, C)) es igual
a[n(Dy, @Dy o0---¢D;eB) 7(Dy 10D, 10---0Dye()|.

Demostracion. La demostracion es por induccion sobre m. Sea
E,=7m(Dyi10---eDye Do (B (C)).
Si m = 1, entonces
Ey=n(Dye Dy e (B,C)) = [ec(iy—1);- - - €cir, (D1 @ (B,C))].

Por hipétesis (4.16) se tiene que [e.;, 7(C)] = 0 para toda e.; €... Di; se
puede entonces aplicar el Lema 4.4 y asi concluir que 7(D; e (B,C)) =
[7(D;y e B),C]. Nuevamente por (4.16), para cada e.; € Do, obtenemos que
leci,m(D1 @ B)] = 0y por lo tanto £y = w(Dy e (D; @ B,.C)) = [r(D; e
B),m(D4 e C)].

Para m > 1 impar (el caso m par es completamente similar), se tiene que

Em = [ea(im+1—1)a e Ceipyy 7T(Dm e -ce] e (B7 O))]

y por lo tanto por induccion

Ep = [ectimir-1) -1 Cein, T(Dim-1)®--- @Dy @ B) (D, @--- 0Dy ().

Por el Lema 4.17 se tiene que [e.;,m(D,, ® --- @ Dy @ C')] = 0 para toda
€cj Eente Dm+1; ast por Lema 4.4(b) se obtiene que

Ep = [m(Dmi1 0 Dyy-1ye---eDieB) (D, e eDye ()
lo cual finaliza la demostracién. [ |

El siguiente resultado técnico es una herramienta importante en la de-
mostraciéon del Lema 3.5.

Hipdtesis 4.19 Se tiene que m(Dyy1 0 C) =0 (resp. m(Dyy1 0 B) =0) si k
es impar (resp. k es par).

Lema 4.20 Si se satisfacen las Hipotesis 4.14, 4.16 y 4.19, entonces

m(Dyyr0---eDje (B, C)) =0.
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Demostracion. Sea E = 7(Dy,,10---eD;e(B,()). Si k = 1 entonces, por
Lema 4.18, se tiene que E = [r1(D; @ B), (D, e C')] y el resultado se sigue
directamente de la Hipodtesis 4.16.

Si k > 1 (se supondrd que k es par, el caso impar es similar) entonces se
sigue del Lema 4.18 que

E=[n(Dyy18Dy_10---0DjeB) w(DyeDy o---0Dye()].
Usando el Lema 4.15 obtenemos que
T(Djy10---0eDjeB)=n(Dy_10---0D; 0Dy 0B)

y el resultado se sigue de que 7(Dyyq1 @ B) = 0. |
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