Capitulo 5

Demostracion del Lema 3.5

Recordemos que ¢ es una forma unitaria positiva definida, la cual con-
tiene a una de las bigraficas g2 (\), gt (A, 341, ..., 4) 0 g2 (A, 341, .. .,4;). En
particular (1,...,n) es una cadena llena en B(q) y se denota por 1 < i; <
i < ...<1i; <nalos vértices de (1,...,n) que estan enlazados con .

La demostracion del Lema 3.5 para los casos

g}l()\a,uvzb s 7il)7

grzz()\vlu;ilv < 7/il)7

se hard de forma simultanea. Sin embargo la demostracién para el caso g% (\)
se considerard aparte, pues es muy distinta a la de los dos casos anteriores.

5.1. Estrategiaparag.(\, p;i1,...,%)y g2(\, p; 41, . ..

Nuevamente se denotard por I' la sub-bigrafica de B(q) dada por los
vértices A\, u, 1...,n. Se tiene asi que

I'=g '\ p,iy,...,4) =g obien ' =g*(\, pu,i1,...,0) =: g°

y se quiere mostrar que los monomios F' = F}, ,, definidos en el Lema 3.5,
son cero en gs(q) para 0 < v < n.
En la demostracién se distinguen los siguientes casos.

I: T =g! g?yi, <u< i para alglin entero positivo par k < .

II: T' =g'. g? y i, <u < ip para algin entero impar k < [.
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II: T=glyi <u<n.
IV: =gl g?y1<u<i.
V:T'=glg?yu=n.

VI: =gl g’y u=0.

El dltimo caso es muy facil. En efecto, dado que en este caso existe un
ntimero par de vértices de A(1,2,...,n) enlazados con A y p, se tiene entonces
que [e_q; €n, €n_1,...,€1] =0 para o = A\, y por lo tanto F' = F), o = 0.

Los casos restantes son mas dificiles. Sin embargo, dado que en cada
caso el procedimiento es muy similar, se describe aqui un esquema comun de
argumentos en tres pasos, como sigue.

Primer paso: En cada caso se hacen ciertas definiciones y se verifican
algunas igualdades.

I: Se definen By = (e—i,, s 6—@+1) ¥ C1 = (e—p,- .., €_(ip,y41))- Mas
atn, sean B = (ey, B1) y C = (e,, C1). Se muestra que (i) [e,, 7(C; ®
By)] =0, (ii) [ex, 7(C1)] = 0 y que (iii) [e,, 7(B)] = 0.

IT: Se definen By = (e_pn,...,e_(ip1+1) ¥ C1 = (6—ipys---»—(ut1)). Mas
aun, se definen B = (e,, B1) y C = (ey,C4) (en el caso I' = g? con
k=1-1,setoman C; =1 € M(X)y C = e,). Se muestra que (i)
[QA’W(Bl i Cl)] =0, (ii) [elmﬂ(Bl)] =0y (iii> [BMW(O)] = 0.

ITI: Se definen By = (e_p,...,e_(ut1)); B = (ex, B1) y C = e,. Entonces se
demuestra que (i) [e,, 7(B1)] = 0.

IV: Se definen By = (e—i,....e_@i1) ¥ C1 = (e—n,...,€_(,41)) ¥ €n-
tonces se definen B = (ey, By), C = (e,, C1). Luego se prueba que (i)
ley, m(Cr e By)] =0, (ii) [ex, 7(Cy)] = 0y (i) [e,, m(B)] = 0.

V: Se definen B = ey, C = ¢, y no se demostrardn igualdades en este paso.
Segundo paso: En todos los casos se demuestra que
F=4n(De(B,())

donde D = Dy 10 Dye...eD;ylos D; € M(X) son como en las Hip6tesis
4.14, y se toma k =0enel casoIVyu=mn, k=1enel caso V.

Tercer paso: Se muestra que en todos los casos, las Hipotesis 4.16 y 4.19
se satisfacen y que consecuentemente F' = 0 por Lema 4.20.
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5.2. Demostracion del primer paso

Primero se verificard el caso I para mostrar (i), sea A = (u+1,...,n). Los
vértices de la cadena llena A que estan enlazados con p son igyq, ..., 1, dado
que el conjunto L, (A) tiene cardinalidad par, se tiene que [e,,, 7(C10B)] = 0,
por Lema 4.12

Para ver la propiedad (ii), sea A = (ig11 + 1,...,n). Si ' = g! se toma
La(A) = {igsa,...,i,n} que tiene cardinalidad par, y si I' = g? entonces se
toma Ly(A) = {igt2,...,%_1} que también tiene cardinalidad par. En cada
caso, (ii) se sigue del Lema 4.12.

Para (iii), obsérvese que [ey, e;] = 0y [ey, €] =0 (para u+1 < j < ix1)y
por lo tanto [ey, 7(A)] = [e,, m(A)] =0, donde A = (e_¢i, .1 —1)s - - -+ E—(ut1))-
Tenemos que

[em W(B)] = [euv Xy C—ipyns W(A)] = [ew 7T<A)7 C—ipt1> 6)\] = [W(A)a Cus C—ipy1s 6,\],

el cual es cero puesto que [e,, e_;,,,,ex] = 0 por Rs(q).

Para ver la propiedad (i) en el caso II, se define A = (u+1,...,n).
Si I' = g, se tiene que Ly(A) = {ig1,...4,n} ysi [ = g2, se tiene que
La(A) = {iks1,-. -1} En cada caso el conjunto Ly(A) tiene cardinalidad
par y por el Lema 4.12 se cumple (i).

Para (ii), obsérvese que para A = (ix11 +1,...,n) el conjunto L,(A) =
{ik+2,...,0} tiene cardinalidad par, puesto que k es impar, y (ii) se sigue
nuevamente por Lema 4.12. La propiedad (iii) en el caso II se prueba como
en el caso 1.

La propiedad (i) en el caso II es trivial ya que no hay vértices de A =
(u+1,...,n) enlazados con .

En el caso IV, sea A = (u+1,...,n) y obsérvese que L,(A) = {i1,...,4}
tiene cardinalidad par. De aqui, se tiene que (i) se cumple por Lema 4.12.
De forma similar, si A = (i; + 1,...,n) entonces Ly(A) = {iz,...,i;,n}
(resp. Ly(A) = {iy,...,9_1}) en el caso donde I' = g! (resp. I' = g?). En
ambos casos el conjunto Ly(A) tiene cardinalidad par y nuevamente usando
el Lema 4.12 se deduce que (ii) se cumple. La propiedad (iii) en el caso IV,
se demuestra como se mostré (iii) en el caso I. |

50



5.3. Demostracion del segundo paso

Sea D = Dy,1e---e Dy e Dy, donde los D; son como en las Hipotesis
4.14.

Casos [ y IV: Por definicién, se tiene que F' = [e,, ..., e, G] donde G =
[[ex, eu), m(Cy @ By)]. Por Lema 4.2 y antisimetria se deduce de la propiedad
(i) que G = —[en, e, m(C @ By)]. Ahora, se deduce del Lemma 4.9 que G =
—ley, ex, (Ch), m(B1)]. Nuevamente por Lema 4.2,se deduce de la propiedad
(ii) que G = —le,, m(Ch),ex, m(By)] = —leu, 7(Ch), m(B)]. Asi, se obtiene de
la propiedad (iii) y del Lema 4.2 que G = [r(B),e), 7(Cy)] = [7(B),n(C)].
Finalmente, substituyendo G en F se obtiene que

F=ley,...,e1,m(B),n(C)] = £w(D o (B,(C)).

La demostracién en el caso II es idéntica a la anterior, intercambiando
By con C, A con py C con B.

En el caso III se tiene por definiciéon F' = [e,,...,e,G], donde G =
[[ex, eu), m(By)]. Ahora, por la propiedad (i) y 4.2, se tiene que

G = [[7(B1), es], €a] = [€a, €5, m(B1)] = [7(C), 7(B)] = ~[x(B), 7(C)].

Por lo tanto F' = £7(D e (B,()).
El Caso V es trivial puesto que F'=7(D e (C,B)) = —n(De(B,C)). R

5.4. Demostracion del tercer paso.

Caso I. Para cadae; € Dy (es decir, 1 < j < i) se tiene que [e;, 7(C1)] = 0
y lej, e,] = 0 puesto que g;, > 0. Por lo tanto [e;, 7(C')] = 0. De forma similar
para cada m par con 1 < m < k y para e; € D,,, se tiene que [e;, 7(C)] = 0.
Si j > ip—1 entonces [ej, m(Dy,—1)] = 0. Por lo tanto [e;, 7(D,,—1 ® C)] = 0;
st j = im—1 entonces sea D' = D,, 1 e¢,. Asi, [e;, m(D,,—1 0 C)] = [ej, m(D o
C)] = [r(ej o D), m(Cy) por 4.4(b). Por Lema 4.12(b), se obtiene la segunda
afirmacién de las Hipdtesis 4.16.

Para cada nimero par m con 1 < m < [y cada e; € D,, se tiene que
le;, m(B)] = 0 puesto que [e;,ex] =0y [e;, 7(B1)] = 0. De manera similar al
caso cuando m es impar, se concluye que [e;, 7(D,,—1 ® B)] = 0. Esto muestra
que las Hipotesis 4.16 se cumplen. Para verificar las Hipotesis 4.19, se usa
que [e;,e_;] = 0 para cada e; €., Dpt1 y cada e_; €., C1 y también que
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lej,e,] = 0 ya que gj, > 0; asi se concluye que [e;, 7(C)] = 0 para cada
€j €entr D1 y consecuentemente 7(Dyq 0 C') = 0.

Caso II. El argumento es completamente similar al Caso I.

Caso III. Para e; €., D1, se tiene que [e;, 7(C)] = 0 puesto que ¢;, > 0.
Si m es impar y €; €. D,,, entonces nuevamente [e;, 7(C)] = 0 por la
misma razén. Para j > i,,_1, se tiene directamente que [e;, 7(D,,—10C)] =0,
mientras que si j = i,,-1 se puede aplicar el Lema 4.12(b) y obtener lo mismo.
De forma similar se da un argumento para cuando m es par.

Caso IV. Aqui se tiene que D = Dy = [e,, ..., e1] y por lo tanto para cada
€; € D1 Obtenemos que [e;, e,] = 0 puesto que g;, = 0. Consecuentemente
le;,7(C')] = 0 y no hay nada que demostrar para las Hipdtesis 4.16 y las
Hipdtesis 4.19 puesto que en este caso k+ 1 = 1.

Caso V. Se tiene que k = [y Dy = (ep,...,¢;), el cual se reduce a
Djy1 = e, en el caso I' = g2. Asi, las Hipétesis 4.16 se verifican como en el
caso I y las Hipétesis 4.19 se deducen de que [e;, e,] = 0 para e; € Dy de
que g;, > 0. |

5.5. Monomios cero en las bigraficas g'(\)

Se recuerda que aqui I' = g° y se tiene que demostrar que los monomios

Fn,u()‘v n) = [€u7 < €1, [6/\7 en]7 € _ny- .- 76—(u+1)]

son cero en gs(q) para 0 < u < n.
Primero se analizara el caso donde 0 < u < n. Entonces se tiene que
Fou(A\n)=ley,..., e, G|, donde

G =[lex,en],en, .- e_(uin)]
Aplicando el Lema 3.4 se obtiene que
G ==E[lex,en],6ony -y euin)]” = [U—(us1)s -+ €—n, €, En].
Reemplazando
[€_ns€x, €n] =[x, e_n,en] = [ex, hn] = ex
en la expresion de arriba concluimos que
|-

G= :I:He)\a en]a €ny---s € (utl) = [U,(u+1), <oy € (n—1), 6)\]
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lo cual es cero por Rs(q).
Resta el caso donde u = n. Obsérvese que

G = [en, en1,€n,€n_2,€n_3,...,€1,€)]

es igual a cero en g5(q). En efecto,

G = [eru [€n717 en]a €n—2,€p—3,...,€1, 6)\],
puesto que [e,_1,€n_2,...,¢e1,ex] = 0 por Rs(g). Por lo tanto,
G = Henfb €n], €n;n—2,€p—3,...,€1, 6)\],

ya que [e,, e,_1, e,] = 0 por Ry(q). Finalmente, se tiene que

G = _[[€n> enfl]a €n; €n—2,€n—3,...,€1, 6)\]
por antisimetria y entonces G = —[en, €n_1,€n,€n—2,€n_3,...,€1,6\] = G,
ya que [€n,€n,€n_2,€n_3,...,€1,ex] = 0 por Ry(q). Es decir, se tiene que
G = —G y por lo tanto G = 0.

Ahora, F,,(A\,n) = [en,...,e1,[en,€n]] = —[en,...,€1,€n,€)] por anti-
simetria y usando que [e;, e,] = 0 (para i < n — 1), se concluye finalmente
que

Fon(An) = —len, €n1,€n,€n_2,n_3,...,€1,e5] =G =0.
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